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问题：如何求给定曲线所围平面区域的面积？

求 “曲边梯形” 的面积
给定曲线 y = f(x)，求由该曲线及 y = 0, x = a, x = b 所围区域的面积。
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S = ? 

y = f (x) 
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ǳ曲边梯形Ǵ 的面积

a b

y = f(x) ! 0

x1 xn−1xB−1 xBξB

f(ξB)

∆xB

f(ξB)

∆xB

a =
∑

B
∆aB ≈

∑

B
f(ξB)∆xB ⇒ a = lim

∆x→0

∑

B
f(ξB)∆xB
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解决思路

例
求由曲线 y = x2 以及直线 x = 1, x = 2 和 y = 0 所围成的曲边梯形的面积。

• 分割：沿 x 轴方向分割曲边梯形
• 取近似：用小矩形的面积 ∆aB 近似小曲边梯形面积
• 求和：求所有小矩形的面积总和

∑
∆aB

• 取极限：当 m�t
B

{∆xB} → 0 时，
∑

∆aB → a

0

v

x
1 2 0

v

x
1 = x0 x1 x2 . . . xn−1 xn = 2

. . .
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定积分的定义

定义 3.2.1 SRj3
函数 y = f(x) 在区间 [a, b] 上（Riemann）可积：

∫b

a
f(x)dx = lim

λ→0

n∑

k=1

f(ξk)∆xk

• 上式右端极限对 [a, b] 的任意分法均存在且相同
• λ→ 0 用于保证分割得足够“细”
• 给定分法，ξk 的取法应该是任意的
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定理 3.2.1 SRjN
1 f(x) 在 [a, b] 上可积，则一定在 [a, b] 上有界
2 f(x) 在 [a, b] 上连续，则一定在 [a, b] 上可积
3 f(x) 在 [a, b] 上单调有界，则一定在 [a, b] 上可积

• 分段连续（只有有限个第一类间断点）的函数是可积的

例
证明 .B`B+?H2i 函数在任意区间 [a, b] 上不可积。
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定积分的几何意义

•“带有符号的面积”

y 

x O a b 

S 

y = f (x) 

y 

x O 

a b 

S 

y = f (x) 

y 

x 
O a b 

S1 

y = f (x) 

S2 

S3 

约定：

1

∫a

a
f(x)dx = 0 2

∫a

b
f(x)dx = −

∫b

a
f(x)dx
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定积分的基本性质

定理 SRjN@R9R
1 线性性： ∫b

a
[αf(x) + βg(x)]dx = α

∫b

a
f(x)dx + β

∫b

a
g(x)dx

2 区间可加性： ∫b

a
f(x)dx =

∫+

a
f(x)dx +

∫b

+
f(x)dx
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定理（续） SRjN@R9R
3 保号性：

• f(x) 在 [a, #] 上可积，且 f(x) ! 0，则
∫ b

a
f(x)/x ! 0

• f(x) 在 [a, #] 上连续，非负且不恒为零，则
∫ b

a
f(x)/x > 0

• 设 f(x), ;(x) 在 [a, #] 上可积，且 f(x) " ;(x)，则
∫ b

a
f(x)/x "

∫ b

a
;(x)/x
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定理（续） SRjN@R9R
3 保号性：（续）

• 绝对值不等式：f(x) 在 [a, #] 上可积，则
∫ b

a
f(x)/x "

∫ b

a
|f(x)|/x

• 积分估值：f(x) 在 [a, #] 上可积，且 K " f(x) " J，则

K(# − a) "
∫ b

a
f(x)/x " J(# − a)
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例

证明不等式：1 "
∫1

0

√
1 + x4dx " 4

3
.

例

已知 f ′′(x) < 0, x ∈ [0, 1], 证明
∫1

0
f(x2)dx " f

(
1

3

)
.
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定积分中值定理

定理 3.2.3 SR9R@R9j
若函数 f(x) 在区间 [a, b] 上连续，则在 [a, b] 上至少存在一点 ξ，使得

∫b

a
f(x)dx = f(ξ)(b − a)

思考：定积分中值定理与微分中值定理有何联系？
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小结

1 定积分的定义：分割、取近似，求和、取极限
∫b

a
f(x)dx = lim

λ→0

n∑

k=1

f(ξk)∆xk

2 定积分的性质
• 线性性、区间可加性
• 保号性、保序性、定积分的估值
• 定积分中值定理 ∫ b

a
f(x)/x = f(ξ)(# − a)
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练习

例：求下列极限

1 lim
n→∞

1

n

[
sin π

n + sin 2π

n + . . .+ sin (n − 1)π

n

]

2 lim
n→∞

n∑
k=1

F
n3

√
n2 − F2

3 lim
x→+∞

3
√x

∫x+1

x

sin t
t + cos t dt
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变限积分的性质

定理 3.2.5 SR99
若 f(x) 在 [a, b] 上可积，则变上限积分

Φ(x) =
∫x

a
f(t)dt

在 [a, b] 上连续。若 f(x) 在 [a, b] 上连续，则 Φ(x) 可导，且

Φ′(x) = f(x).

v = f(x)

v

x
a x #

Φ(x)

v = f(x)

v

x
a x x +∆x #

∆Φ

• 若 f(x) 连续，则变上限积分 Φ(x) =
∫x

a
f(t)dt 是 f(x) 的一个原函数
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微积分基本公式

定理 3.2.6（L2riQM@G2B#MBix 公式） SR98
设函数 f(x) 在区间 [a, b] 上可积，6(x) 是 f(x) 在 [a, b] 上的一个原函数，则

∫b

a
f(x)dx = 6(b)− 6(a).

例：计算下列定积分

1

∫1

0
x2dx 2

∫√3

−1

1

1 + x2 dx 3

∫−2

−1

1

x dx
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变限积分求导

[∫ψ(x)

ϕ(x)
f(t)dt

]′

x

= f[ψ(x)]ψ′(x)− f[ϕ(x)]ϕ′(x)

例：计算

1
d
dx

∫ biM x

0
f(t)dt

2
d
dx

∫x3

x2

e−idt

3 lim
x→0

∫x
0 sin t2dt

x3

4 lim
x→∞

(∫x
0 ei2dt

)2

∫x
0 e2i2dt
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例
求函数 f(x) = m�t{1, x2} 在区间 (−∞,+∞) 上的一个原函数使得 6(0) = 1.

例

设 f ∈ C[a, b], 且
∫b

a
f(x) dx = 0. 证明：∃ξ ∈ (a, b), 使得

∫ ξ

a
f(x) dx = f(ξ).

例

设 f(x) 在 [0, a] 上连续可导，且 f(0) = 0, 证明
∣∣∣∣
∫a

0
f(x) dx

∣∣∣∣ "
Ma2

2
.

其中 M = m�t
0!x!a

|f ′(x)|.
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原函数与不定积分

定义 P119
1 F(x) 是 f(x) 的原函数：F ′(x) = f(x)

2 f(x) 的不定积分：
∫

f(x)dx = F(x) + C

•
∫

f(x)dx =

∫
dF(x)

•
[∫

f(x)dx
]′

= f(x)

•
∫
[af(x) + bg(x)]dx = a

∫
f(x)dx + b

∫
g(x)dx
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基本不定积分公式

1

∫
kdx

2

∫
exdx

3

∫
xadx (a != −1)

4

∫
axdx (a > 0)

5

∫ dx
x

6

∫
cos xdx

7

∫
sin xdx

8

∫ dx
cos2 x

9

∫ dx
sin2 x

10

∫
sec x tan xdx

11

∫ dx
1 + x2

12

∫ dx√
1− x2
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换元积分法

定理 (第一换元法) P123
设 f(u) 具有原函数，u = ϕ(x) 可导，则

∫
f[ϕ(x)]ϕ′(x)dx =

[∫
f(u)du

]

u=ϕ(x)

• 设 F(x) 是 f(x) 的一个原函数，则
∫

f[ϕ(x)]ϕ′(x)dx = F[ϕ(x)] + C
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例 1：计算下列不定积分

1

∫
cos2 xdx

2

∫
tan xdx

3

∫
xex2dx

4

∫ x2
(x + 2)3

dx

5

∫
1

a2 + x2 dx

6

∫
1√

a2 − x2
dx

7

∫
1

x(1 + 2 ln x) dx

8

∫ e3
√x

√x dx

9

∫
sin3 xdx

10

∫
sin2 x cos4 xdx

11

∫
sec6 xdx

12

∫
sec xdx
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定理 (第二换元法) P123
设 x = ϕ(t) 可导且可逆，f[ϕ(t)]ϕ′(t) 具有原函数，则

∫
f(x)dx =

[∫
f[ϕ(t)]ϕ′(t)dt

]

t=ϕ−1(x)

例 2：计算下列不定积分

1

∫ √
a2 − x2dx

2

∫ dx√
x2 + a2

3

∫ dx√
x2 − a2

4

∫
1

1 +
√x dx

5

∫ √ex − 1

ex + 1
dx

6

∫ dx
x4
√
1 + x2
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分部积分法

∫
uv′dx = uv −

∫
u′vdx

例 3：计算下列不定积分

1

∫
x cos xdx

2

∫
xexdx

3

∫
x2exdx

4

∫
ln xdx

5

∫
x arctan xdx

6

∫
ex cos xdx
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小结

1 换元法

•
∫

f[ϕ(x)]ϕ′(x)dx =

[∫
f(u)du

]

u=ϕ(x)

•
∫

f(x)dx =

[∫
f[ϕ(t)]ϕ′(t)dt

]

t=ϕ−1(t)

2 分部积分法

•
∫

uv′dx = uv −
∫

u′vdx
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小结

第一换元法常用技巧

1 分项积分：积化和差，有理分式分解，…
2 降低幂次：倍角公式，凑幂公式，…
例如：

∫
sinmx cosnxdx,

• m,n 中有奇数，取奇次幂的底数 (如 n 是奇数，则取 cos x) 与 dx 凑微分。
• m,n 均为偶数，则利用倍角公式降幂，直至将三角函数降为一次幂。

3 统一函数：三角公式，1 = sin2 x + cos2 x，…
例如：

∫
1

a sin2 x + b cos2 x
dx,

∫ cos x
1 + sin x dx,

∫ cos x
cos x + sin x dx

4 巧妙配元：加一项减一项，…
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小结

第二换元法常用变换

1 当被积函数含有二次根式时，一般可通过三角代换将根号化去，
∫

f(x,
√

a2 − x2) dx x=a sin θ=======
∫

f(x,
√

x2 + a2) dx x=a tan θ=======

∫
f(x,

√
ax2 + bx + c)dx, 先配方，再换元

2 当被积函数含有一次根式时，如
•

∫
R(x, n√ax + b)dx, 作变换 t = n√ax + b;

•
∫

R(x, n√ax + b, m√ax + b)dx, 作变换 t = p√ax + b, 其中 p 是 m,n 的最小公倍
数

•
∫

R(x, n

√
ax + b
cx + d )dx, 作变换 t = n

√
ax + b
cx + d .

3 倒代换：x =
1

t
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小结

分部积分法处理原则：选取 u 和 dv，使
∫

vdu 比
∫

udv 容易求出

1 若被积函数 = 幂函数 × 正 (余) 弦或指数函数，则幂函数在 d 之前，正
(余) 弦或指数函数置于 d 之后。

2 若被积函数 = 幂函数 × 对数函数或反三角函数，则对数函数或反三角函
数在 d 之前，幂函数置于 d 之后。

3 若被积函数 = 指数函数 × 正 (余) 弦函数，任选一种函数凑微分。如需多
次分部积分，要注意每次凑微分时函数的选择要一致。
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积分表补充

1
∫

tan x dx = − ln | cos x|+ C

2
∫

sec x dx = ln | sec x + tan x|+ C

3
∫

1
√

a2 − x2
dx = arcsin x

a
+ C (a > 0)

4
∫

1

x2 + a2
dx =

1

a
arctan x

a
+ C (a #= 0)

5
∫

1

x2 − a2
dx =

1

2a
ln

∣∣∣∣
x − a
x + a

∣∣∣∣+ C (a #= 0)

6
∫

1
√

x2 ± a2
dx = ln(x +

√
x2 ± a2) + C (a #= 0)

7
∫

ln x dx = x ln x − x + C
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课堂练习

例：计算下列不定积分

1

∫ x2 + sin2 x
x2 + 1

sec2 xdx

2

∫
1

(x2 + 1)
√
1− x2

dx

3

∫
3 cos x − 4 sin x
cos x + 2 sin x dx

4

∫
3x − 1√

x2 − 2x − 3
dx
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有理函数（有理分式）

定义

f(x) = P(x)
Q(x)

其中 P(x),Q(x) 均为多项式函数，若 P(x) 的次数小于 Q(x) 的次数，称该函数
为真分式，否则为假分式

• 利用多项式除法，任意假分式都可以表示成一个多项式与一个真分式的和，
例如：

2x4 + x2 + 3

x2 + 1
= 2x2 − 1 +

4

x2 + 1
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基本的有理函数积分

例：计算下列不定积分

1

∫
(a0 + a1x + a2x2 + . . .+ anxn)dx

2

∫ dx
(x − a)n

3

∫ dx
x2 + px + q

4

∫ dx
(x2 + px + q)n
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• 设 Q(x) 可分解为两个没有公因式的多项式 Q1(x),Q2(x) 的乘积，则真分式
P(x)
Q(x) 必可分解为两个真分式

P1(x)
Q1(x)

,
P2(x)
Q2(x)

的和

• 任意多项式都可分解为形如 (x2 + px + q)l, (x − a)k 的多项式的乘积

例：计算下列不定积分

1

∫ x2 + 5x + 6

(x − 1)(x2 + 2x + 3)
dx

2

∫
2x + 2

(x − 1)(x2 + 1)2
dx

3

∫ dx
x(x10 + 1)

4

∫ dx
x4 + 1
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可化为有理函数的积分

例：计算下列不定积分

1

∫
1 + sin x

sin x(1 + cos x) dx

2

∫ dx
sin4 x + cos4 x

3

∫ √
x − 1

x dx

4

∫ dx
1 + 3

√
x + 2

5

∫ dx√x + 3
√x

6

∫ dx√
ex + 1
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一些往年考题

计算下列不定积分

1 ∫ ln x
(1−x)2

dx

2 ∫
x2(ln x)2 dx

3 ∫
(cos x +

√x sec x)2 dx

4 ∫
cos x ·

√
esin x − 1 dx

5 ∫
x ln 1+x

1−x dx

6 ∫
tan6 x sec4 x dx

7 ∫ sin x
1+sin x dx

8 ∫ 1
1+3 sin2 x

dx

9 ∫ arcsin x√
(1−x2)3

dx

10 ∫ 1√
1+ex dx

11 ∫
x
√

1 + x2 dx

12 ∫ x cos x
sin3 x

dx
答案：

1 ln x
1−x + ln |1 − x| − ln x + C

2 1
3

x3 ln2 x − 2
9

x3 ln x + 2
27

x3 + C

3 1
2

x + 1
4

sin 2x + 4
3

x
3
2 + x tan x + ln | cos x| + C

4 2
√

esin x − 1 − 2 arctan
√

esin x − 1 + C

5 1
2

x2 ln 1+x
1−x + x − 1

2
ln 1+x

1−x + C

6 1
7

tan7 x + 1
9

tan9 x + C

7 x − tan x + sec x + C

8 1
2

arctan(2 tan x) + C

9 x arcsin x√
1−x2

+ 1
2

ln(1 − x2) + C

10 1
2

ln
√

1+ex−1√
1+ex+1

11 1
3
(1 + x2)

3
2 + C

12 − x
2 sin2 x

− 1
2

cot x + C
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微分与积分的互逆关系

微分 积分
微积分基本定理

d
dx

∫ x

a
f(t)dt = f(x)

∫ x

a

d
dt

f(t)dt = f(x) → f(a)

运算法则

[c1u(x) + c2v(x)]′ = c1u′(x) + c2v′(x)
∫
[c1f(x) + c2g(x)] dx = c1

∫
f(x)dx + c2

∫
g(x)dx

(uv)′ = u′v + uv′
∫
u′vdx = uv →

∫
uv′dx

df(u(x))
dx

=
df
du

du
dx

∫ df
du

du
dx

dx = f(u(x)) + c

中值定理

F(b) → F(a) = F′(ξ)(b → a)
∫ b

a
f(x)dx = f(ξ)(b → a)

常用公式

(xn)′ = nxn−1
∫
xndx =

xn+1

n + 1
+ c

(sin x)′ = cos x
∫
cos xdx = sin x + c

(ln x)′ =
1

x

∫
1

x
dx = ln |x| + c

(ex)′ = ex
∫
exdx = ex + c
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定积分：复习

1 定积分的定义：分割、取近似，做和、求极限
∫ b

a
f(x)dx = lim

λ→0

n∑

k=1

f(ξk)!xk

2 定积分的性质
• 线性性、区间可加性
• 保号性、保序性、定积分的估值
• 定积分中值定理 ∫ b

a
f(x)dx = f(ξ)(b− a)
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定积分：复习

定理 3.2.5 P144
若 f(x) 在 [a, b] 上可积，则变上限积分Φ(x) =

∫x
a f(t)dt 在 [a, b] 上连续。若 f(x)

在 [a, b] 上连续，则 Φ(x) 可导，且 Φ′(x) = f(x).

定理 3.2.6（Newton-Leibnitz 公式） P145
设函数 f(x) 在区间 [a, b] 上可积，F(x) 是 f(x) 在 [a, b] 上的一个原函数，则

∫ b

a
f(x)dx = F(b)→ F(a).
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定积分换元法与分部积分法

定理 3.2.7（换元法） P148
设 f(x) 在 [a, b] 上连续，函数 x = ϕ(t) 满足：

1 ϕ(α) = a, ϕ(β) = b;
2 ϕ(t) 在 [α,β] 上连续可导，且 ϕ(t) ∈ [a, b]，则

∫ b

a
f(x)dx =

∫β

α
f[ϕ(t)]ϕ′(t)dt

定理 3.2.8（分部积分法） P150
∫ b

a
u(x)dv(x) = u(x)v(x)|ba →

∫ b

a
v(x)du(x)
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例：计算下列定积分

1

∫4

9

1√
x dx

2

∫1

0

√
(1→ x2)3dx

3

∫π

0

√
1→ sin x dx

4

∫ 1
2

0
arcsin x dx

5

∫1

0
x ln(1 + x2) dx

6

∫ π
2

0
sinn x dx

Wallis 积分公式
∫ π

2

0
sinnx dx =

∫ π
2

0
cosnx dx =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

(n→ 1)!!

n!! · π
2

n为偶数,
(n→ 1)!!

n!! n为奇数.
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定积分的特殊计算方法

1 对称区间上的定积分：

•
∫ a

−a
f(x)dx = 1

2

∫ a

−a
[f(x) + f(−x)]dx =

∫ a

0

[f(x) + f(−x)]dx

• 奇函数：
∫ a

−a
f(x) = 0

• 偶函数：
∫ a

−a
f(x) = 2

∫ a

0

f(x)

例：计算

1

∫π

0

cos x→
a2 sin2 x+ b2 cos2 x

dx (a2 + b2 "= 0)

2

∫4

0
x(x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4)dx

3

∫π/2

→π/2

sin6 x
1 + e→x dx

4

∫1

→1

x+ cos x
1 + sin2 x

dx
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2 周期函数的定积分 ∫ a+T

a
f(x)dx =

∫T

0
f(x)dx

3 正弦、余弦的转换：
∫π/2

0
f(sin x)dx =

∫π/2

0
f(cos x)dx

例：计算

I =

∫π/2

0

cos x
sin x+ cos x dx
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小结

1 Newton-Leibnitz 公式
∫ b

a
f(x)dx = F(b)→ F(a)

2 变限积分 [∫ x

a
f(t)dt

]→

x
= f(x)

3 定积分的计算

• 换元法、分部积分法
• 定积分的一些特殊性质
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综合应用

例
设 f(x) 在 [a, b] 上二阶连续可微，f(a) = f(b) = 0,

(1). 证明：
∫ b

a
f(x)dx = 1

2

∫ b

a
(x→ a)(x→ b)f →→(x)dx.

(2). 证明：
∣∣∣∣∣

∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣∣∣ !
(b→ a)3

12
max
a!x!b

|f →→(x)|.

例
设 f(x) 在 [0, 1] 上连续，且

∫1

0
f(x)dx =

∫1

0
xf(x)dx.

证明存在一点 ξ ∈ (0, 1), 使得
∫ ξ

0
f(x)dx = 0.
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综合应用

例
设 f(x) 在 [0, 1] 上可导，f(0) = 0, 0 ! f →(x) ! 1, 证明：

∫1

0
f 2(x)dx "

(∫1

0
f(x)dx

)2

"
∫1

0
f 3(x)dx.

例 10-11 期末
(1). 设 f(x) 在 [a, b] 上连续可微，f(a) = 0, 证明：

∫ b

a
f 2(x) dx ! (b→ a)2

2

∫ b

a
f →2(x) dx.

(2). 设 f(x) 在 [a, b] 上连续可微，f(a) = f(b) = 0, 证明：
∫ b

a
f 2(x) dx ! (b→ a)2

8

∫ b

a
f →2(x) dx.
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定积分的构造思路 �� 微元法

1 分割：沿 x 轴方向分割曲边梯形

2 取近似：用小矩形的面积 !S 近似
小曲边梯形面积

3 做和：求所有小矩形的面积总和
∑

!S

4 求极限：
∑

!S → S

y 

x O a b 

y = f (x) 

xk-1 xk 

Δ S 

S =

�
dS =

�
f(x)dx
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平面图形的面积：直角坐标系情形

例 1
计算两条抛物线 y2 = x 和 y = x2 所围图形的面积。

例 2
计算由抛物线 y2 = x 与直线 x→ 2y→ 3 = 0 所围图形的面积。
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平面图形的面积：极坐标情形

由曲线 ρ = ρ(θ)及射线 θ = α，θ = β
所围成的曲边扇形的面积为

A =

∫β

α

1

2

[
ρ(θ)

]2dθ

θ = α

θ = β

xO

dA = 1
2ρ

2dθ

dθ
ρ
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平面图形的面积：极坐标情形

例 3
计算 Archimedes 螺线 ρ = aθ (a > 0) 相应于 θ 从 0 变到 2π 的一段弧与极轴所
围的图形面积。

x O 

2πa
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平面图形的面积：极坐标情形

例 4
计算由双纽线

(
x2 + y2

)2
= 2a2

(
x2 → y2

)
所围成，且在半径为 a, 圆心在原点的

圆内部的图形的面积。

0 1 2 3−1−2−3
0

−1

−2

1

2

3
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横截面面积为已知的立体体积

a

x

b

Area = A(x)

V =

∫ b

a
A(x)dx
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横截面面积为已知的立体体积

例 5
一平面经过半径为 R 的圆柱体的底面圆心，并与底面交角为 α（如图所示），求
该平面所截圆柱体的体积。

x 

O y R 

R 

α 
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旋转体的体积

曲线 y = f(x) (x → [a, b]) 绕 x 轴旋转一周：

dx

y

x

.

dx

y

V =

∫ b

a
π[f(x)]2dx
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例 6

求椭圆
x2
a2 +

y2
b2 = 1 绕 x 轴旋转一周所得立体的体积。

例 7
求圆域 x2 + (y− b)2 ! a2 (b > a) 绕 x 轴旋转而成的圆环体的体积。
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柱壳法求旋转体体积

. dx

y

x

图: 旋转薄壳
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例 8
求由 y = x，x = a, 及 x 轴所围成的平面图形，分别绕 x 轴和绕 y 轴旋转所得的
旋转体的体积。
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平面曲线的弧长

P1

P2

P3

P4

P5

!x3

!y3

任意光滑曲线弧都可求
长

例 9：求以下曲线的弧长
1 y = 2

3
x3/2 (a ! x ! b)

2 x = a(t− sin t), y = a(1− cos t) (0 ! t ! 2π)

3 ρ = aθ (a > 0, 0 ! θ ! 2π)
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小结

1 微元法
• 发现微元：

dS

• 表示微元：
dS = f(x)dx

• 计算定积分：

S =

∫ b

a
dS =

∫ b

a
f(x)dx
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例
设旋轮线 x = a(θ − sin θ), y = a(1 − cos θ) (0 ! θ ! 2π, a > 0) 与 x 轴围成一平
面图形，求

1 该图形的面积；

2 该图形边界的弧长；

3 该图形绕 x 轴旋转一周的旋转体的体积；

4 该图形绕 y 轴旋转一周的旋转体的体积。

y

xx

a

a θ

y θ

x = a(θ → sin θ)
y = a(1 → cos θ)

2πa

1. 3πa2, 2. 8a+ 2πa, 3. 5π2a3, 4. 6π3a3
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定积分存在的条件

I =
∫b

a
f(x) dx

1 有限区间：a, b →=∞

2 分段连续：f(x) 最多有限多个第一类间断点

3 必要条件：f(x) 有界
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无穷区间上的广义积分

定义 3.4.1：（无穷限的积分） P178
∫+→

a
f(x) dx = lim

t→+→

∫ t

a
f(x) dx

• 类似地，可以定义
∫a

−→
f(x) dx 和

∫+→

−→
f(x) dx

• Newton-Leibnitz 公式
∫+→

a
f(x) dx = F(x)|+→

a = lim
x→+→

F(x)− F(a)
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例 1：计算以下无穷区间上积分

1

∫+→

−→

1

1 + x2 dx

x O 

y 

y =
1

1 + x2

S −∞ ←

a b 

→ +∞

S =

� +∞

−∞

1

1 + x2
dx
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例 2

1 讨论
∫+→

a

dx
xp , a > 0, p > 0 的敛散性；

2 证明 ∫n+1

1

1

xp dx <
n∑

k=1

1

kp < 1 +

∫n

1

1

xp dx

3 根据以上结论给出 p 级数的判敛条件。
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无界函数的广义积分

定义 3.4.2 P180
1 瑕点：无穷间断点

2 设 a 为 f(x) 的瑕点，瑕积分：
∫b

a
f(x) dx = lim

t→a+

∫b

t
f(x) dx

例 3
计算瑕积分

∫a

0

1↔
a2 − x2

dx, a > 0.
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例 4：讨论瑕积分的收敛性

1

∫1

−1

dx
x2 2

∫1

−1

dx
x

例 5：计算积分：

1

∫+→

0

1 + x2
1− x2 + x4 dx 2

∫+→

0

dx
1 + x3
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向量（矢量）

向量：既有大小, 又有方向的量称为向量。

• 向量的表示：
−→AB, 或 !a, 或 a

• 向量的相等：若 a 和 b 的大小和方向都相同, 称两者相
等, 记为 a = b A

B

向量的模：向量的大小称为向量的模, 记为 |
−→AB|, 或 |!a|, 或 |a|

• 单位向量：模为 1 的向量, 与 a 同方向的单位向量记作 a◦
• 零向量：模为 0 的向量, 记为 !0, 或 0
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平行 若向量 a 与 b 的方向相同或相反, 则称 a 与 b 平行, 记为 a // b.
• 规定零向量与任何向量都平行。

共线 若两个向量可平移到一条直线上, 则称它们共线。
• 两向量平行等同于两向量共线。

共面 若三个或更多个向量可平移到一个平面上, 则称它们共面。
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向量的运算

1 加法与数乘：k!a + l!a

2 数量积：!a ·!b

3 向量积：!a×!b

4 混合积：(!a×!b) ·!c
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向量的加法

三角形法则：

A a B

b

C
a + b

平行四边形法则：

A a B

C

b

D

a + b

性质
向量的加法满足下列运算定律：
• a + b = b + a
• (a + b) + c = a + (b + c) = a + b + c
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向量的减法

与 a 大小相同而方向相反的向量, 称为 a 的负向量, 记为 −a.
三角形法则：

−→AC−−→AB =
−→BC

A a B

b b− a

C

• a− a = 0

• |a + b| ! |a|+ |b|
• |a− b| ! |a|+ |b|
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向量的数乘

数 λ 与向量 a 的乘积是一个新向量, 记为 λa. 规定 |λa| = |λ| · |a|, 而且
• 若 λ > 0, 则 λa 与 a 同向
• 若 λ < 0, 则 λa 与 a 反向
• 若 λ = 0, 则 λa = 0

性质
向量的数乘满足下列性质：
• 1a = a, (−1)a = −a
• λ(µa) = (λµ)a = µ(λa)
• (λ+ µ)a = λa + µa, λ(a + b) = λa + λb

几何上, 向量的加法与数乘等价于向量的平移与放缩, 统称向量的线性运算
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例
设 a 为非零向量, 则

a
|a| 为单位向量。

例
设 M 为平行四边形 ABCD 对角线的交点, −→AB = a, −→AD = b, 试用 a 和 b 表示
向量

−−→MA, −−→MB, −−→MC, −−→MD.
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定理
设 a 为非零向量, 则有

b // a⇐⇐ b = λa
其中实数 λ 是唯一的。
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空间直角坐标系

• 三个坐标轴
• 三个坐标面
• 八个卦限

x

y

z

xy 面yz 面

zx 面

I

IIIII

IV

V

VIVII

VIII
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在空间直角坐标系中, 我们有

点 M⇒→坐标 (x, y, z)⇒→向量 !r =
−−→OM

x

y

z

O

!r
M
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x

y

z

xy 面yz 面

zx 面

坐标面上的点：
xy 面 ↔ z = 0

yz 面 ↔ x = 0

zx 面 ↔ y = 0

坐标轴上的点：
x 轴 ↔ y = z = 0

y 轴 ↔ z = x = 0

z 轴 ↔ x = y = 0

x

y

z

(x, 0, 0)

(0, y, 0)

(0, 0, z)
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向量的坐标分解

O

x

y

z

N

!r
M

P

Q

R

• x 轴上单位向量 !i
• y 轴上单位向量 !j
• z 轴上单位向量 !k

!r =
−−→OM =

−→ON +
−−→NM =

−→ON +
−→OR

=
−→OP +

−→OQ +
−→OR = x!i + y!j + z!k = (x, y, z)
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向量的坐标运算

设 a = (ax, ay, az), b = (bx, by, bz), λ 为实数. 由向量的坐标分解可得

a ± b = (ax ± bx, ay ± by, az ± bz)

λa = (λax,λay,λaz)

当 a →= 0 时, b // a⇔ b = λa⇔ bx
ax

=
by
ay

=
bz
az

平行向量对应坐标成比例
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例
求解以向量为未知元的线性方程组

{
5!x− 3!y = !a (1)
3!x− 2!y = !b (2)

其中 !a = (2, 1, 2), !b = (−1, 1,−2).
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例
已知两点 A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2) 以及实数 λ →= −1, 在直线 AB 上求点 M,
使得

−−→AM = λ
−−→MB.

注记
点 M 的坐标等于向量

−−→OM 的坐标.
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向量的模∙两点距离

O

x

y

z

N

!r
M

P

Q

R
!r =
−−→OM =

−→OP +
−→OQ +

−→OR
= x!i + y!j + z!k = (x, y, z)

∴ |!r| =
√

x2 + y2 + z2

设 A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2), 则有
→→AB =

→→OB →
→→OA = (x2 → x1, y2 → y1, z2 → z1)

|AB| = |
→→AB| =

√
(x2 → x1)2 + (y2 → y1)2 + (z2 → z1)2

南京大学数学系-肖源明 向量及其线性运算 25/57



例
在 z 轴上求与两点 A(−4, 1, 7) 和 B(3, 5,−2) 等距离的点。
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向量的夹角

设有非零向量 a 和 b, 任取空间中一点 O, 作
−→OA = a, −→OB = b.

O

a A

b B

θ

称 ∠AOB = θ（0 ! θ ! π）为向量的 a 和 b 的夹角, 记为 ⇔!a,!b〉 = θ.
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方向角和方向余弦

给定 !r =
−−→OM = (x, y, z), 称 !r 与三个坐标轴的夹角 α, β, γ 为方向角。方向角

的余弦称为方向余弦。

cosα =
x
|!r| =

x√
x2 + y2 + z2

cosβ =
y
|!r| =

y√
x2 + y2 + z2

cos γ =
z
|!r| =

z√
x2 + y2 + z2
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方向余弦

方向余弦满足下面性质：
• cos2 α+ cos2 β + cos2 γ = 1

• (cosα, cosβ, cos γ) = !r
|!r| = e!r
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例
设点 A 位于第 I 卦限，向量

−→OA 与 x 轴，y 轴的夹角依次为
π

3
和

π

4
, 且 |

−→OA| = 6,
求点 A 的坐标。
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向量的投影

若 a →= 0, ∠(a, b) = θ, 记 b 在 a 上的投影为

Prja b = |b| cos θ
a

b

θ

A B
同理, 若 b →= 0, Prjb a = |a| cos θ.

性质
向量投影有线性运算：

1 Prjc(λa) = λPrjc a
2 Prjc(a + b) = Prjc a + Prjc b
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例
设正方体的一条对角线为 OM, 一条棱为 OA, 且 |OA| = a. 求

−→OA 在
−−→OM 方

向上的投影 Prj−−→OM
−→OA.
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练习

选择
下列哪组角可作为空间向量的方向角 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ( )
(A) 30◦, 45◦, 60◦ (B) 45◦, 60◦, 90◦

(C) 60◦, 90◦, 120◦ (D) 45◦, 90◦, 135◦
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两向量的数量积（点乘、内积）

例
设一物体在常力 F 作用下，沿与力夹角为 θ 的直线移动，位移为 s. 则力 F 所
做的功为

W = |F| |s| cos θ = F · s

A s B

F

θ

定义
设向量 a 和 b 的夹角为 θ，称

a · b = |a| |b| cos θ

为 a 与 b 的数量积（点乘）。
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数量积与投影

数量积与投影的关系如下：

a · b = |a| |b| cos θ = |a|Prja b
a

b

θ

A B
同理，我们有 a · b = |b| |a| cos θ = |b|Prjb a。
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数量积的性质

推论

1 cos θ =
a · b
|a||b|

2 |a · b| ! |a||b| (Cauchy-Schwartz 不等式)
3 a · b = 0⇔ a ⊥ b

性质
向量的数量积符合下列运算定律：

1 a · a = |a|2
2 a · b = b · a
3 (a + b) · c = a · c + b · c
4 (λa) · b = λ(a · b)
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例
试用向量证明三角形的余弦定理

c2 = a2 + b2 − 2ab cos θ

解
设
−→CB = a，

−→CA = b，
−→AB = c。

cb

A

C a B
θ
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数量积的坐标表示

设 a = (ax, ay, az)，b = (bx, by, bz)，则有

a · b = axbx + ayby + azbz

对于非零向量，由 a · b = |a| |b| cos θ，得

cos θ =
a · b
|a| |b| =

axbx + ayby + azbz√
a2

x + a2
y + a2

z

√
b2x + b2y + b2z

此式即为两向量的夹角公式。
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例
已知三个点 M(1, 1, 1), A(2, 2, 1) 和 B(2, 1, 2)，求 ∠AMB.
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力矩问题

例
设 O 为杠杆 L 的支点，有一个与杠杆夹角为 θ 的
力 F 作用在杠杆的 P 点上。则力 F 作用在杠杆上
的力矩 M 是一个向量：

P
L

F

θ
θ

Q

O

• |M| = |OQ| |F| = |
−→OP| |F| sin θ

• M⊥−→OP，M⊥F，
−→OP、F、M 符合右手定则
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两向量的向量积（叉乘、矢量积、外积）

定义
设 a 与 b 的夹角为 θ，定义向量 c

大小：|c| = |a| |b| sin θ

方向：c⊥a, c⊥b 且 a, b, c 符合右手定则
称 c 为向量 a 与 b 的向量积（叉乘），记为

a× b = c

a

b

a× b

南京大学数学系-肖源明 数量积与向量积 46/57



向量积的性质

性质
规定零向量和任何向量都平行，则有

a× b = 0⇐⇐ a // b

性质
向量的向量积符合下列运算定律：

1 反交换律：a× b = −b× a
2 (数乘) 结合律：(λa)× b = a× (λb) = λ(a× b)
3 分配律：

(a + b)× c = a× c + b× c

4 a× a = 0（零向量）
5 a× b = 0⇔ a, b 平行
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向量积的坐标表示

设 a = (ax, ay, az)，b = (bx, by, bz)，则有

a× b =

(∣∣∣∣
ay az
by bz

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣
az ax
bz bx

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣
ax ay
bx by

∣∣∣∣

)

=
(

aybz − azby, azbx − axbz, axby − aybx
)

其中二阶行列式的定义为
∣∣∣∣

a b
c d

∣∣∣∣ = ad− bc.
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向量积的坐标表示

定义
设 a = (ax, ay, az), b = (bx, by, bz)，记 !i,!j,!k 分别为 x, y, z 轴对应的方向向量，
则

a× b =

∣∣∣∣∣∣∣

!i !j !k
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣∣
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向量积的几何意义

例
证明：!i×!j = !k,!j×!k =!i,!k×!i =!j.

性质
1 a× b 与 a, b 均垂直

2 a, b 与 a× b 服从“右手法则”

3 |a× b| = |a||b| sin θ，其中 θ 为 a, b 的夹角

4 |a× b| 等于以 a, b 为邻边的平行四边形的面积
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例
已知三角形 ABC 的三个顶点为

A(1, 2, 3), B(3, 4, 5), C(2, 4, 7),

1 求垂直于该三角形所在平面的单位向量；

2 求该三角形的面积

解

S =
1

2
|AB| |AC| sin θ =

1

2
|
−→AB×−→AC|

B

A C
θ
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练习

题

已知向量 a 和 b 的夹角 θ =
3π

4
，且 |a| =

↔
2，|b| = 3，求 |a− b|． · · · ·

↔
17
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练习

题
证明三角形的正弦定理

a
sin A =

b
sin B =

c
sin C

cb

A

C a B
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练习

题
在顶点为 A(1,−1, 2), B(1, 1, 0), C(1, 3,−1) 的三角形中, 求 AC 边上的高 BD
的长度． · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

2

5
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练习

选择
下列关系式错误的是 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ( )
(A) a · b = b · a (B) a× b = −b× a
(C) a · a = |a|2 (D) a× a = 0

选择
设 a 和 b 是非零向量，且满足 |a + b| = |a− b|，则必有 . . . . . . . . . . . . . . . ( )
(A) a− b = 0 (B) a + b = 0
(C) a · b = 0 (D) a× b = 0
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混合积

[a, b, c] = (a× b) · c

性质

1 (a× b) · c =

∣∣∣∣∣∣∣

ax ay az
bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣∣

2 [a, b, c] = [b, c, a] = [c, a, b]
3 几何意义：以 a, b, c 为邻边的平行六面体体积

4 [a, b, c] = 0⇔ a, b, c 共面

h
θ

c

b

a

a×b
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小结

1 向量的表示

2 向量的运算及其性质

• 线性运算：平移、放缩

• 数量积：投影、夹角

• 向量积：正交、面积

• 混合积：体积
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平面的点法式方程

设一平面通过已知点 M0(x0, y0, z0)且垂直于非零向量 !n = (A,B,C)，求该平面
Π 的方程。

A(x → x0) + B(y → y0) + C(z → z0) = 0

• 称它为平面的点法式方程，
• 称 !n 为平面的法向量。

y

z

x

!n

M0

M
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例
求过点 (1, 1, 1) 且以 !n = (2, 3, 4) 为法向量的平面的方程。

例
已知三个点坐标 M1(0, 0, 1), M2(1, 1, 0) 和 M3(1, 0, 1)，求过这三个点的平面的
方程。
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平面的一般方程

平面的点法式方程

A(x → x0) + B(y → y0) + C(z → z0) = 0

等价于平面的一般方程
Ax + By + Cz + D = 0
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平面的一般方程为 Ax + By + Cz + D = 0.
• D = 0 表示平面过原点
" A = 0 表示平面平行于 x 轴
" B = 0 表示平面平行于 y 轴
" C = 0 表示平面平行于 z 轴
• A = B = 0 表示平面平行于 xy 面
• A = C = 0 表示平面平行于 xz 面
• B = C = 0 表示平面平行于 yz 面
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例
求通过 x 轴和点 (4,→3,→1) 的平面的方程。
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例
设一平面与三个坐标轴的交点分别为 P(a, 0, 0)、Q(0, b, 0)、R(0, 0, c)。求该平
面的方程。

平面方程
x
a +

y
b +

z
c = 1

这称为平面的截距式方程。
b

c

a

y

z

x
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两平面的夹角

设平面 Π1 和 Π2 的法向量分别为 !n1 和
!n2，则两平面的夹角 θ 的余弦为

cos θ =
|!n1 · !n2|
|!n1| · |!n2|

!n1
!n2

θ

θ

Π1

Π2

若 !n1 = (A1,B1,C1)，!n2 = (A2,B2,C2)，则有

cos θ =
|A1A2 + B1B2 + C1C2|√

A2
1 + B2

1 + C2
1 ·

√
A2

2 + B2
2 + C2

2
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两平面的夹角

Π1 : !n1 = (A1,B1,C1)

Π2 : !n2 = (A2,B2,C2)
cos θ =

|!n1 · !n2|
|!n1| · |!n2|

Π1⊥Π2 ⇐⇒ !n1⊥!n2

⇐⇒ A1A2 + B1B2 + C1C2 = 0

Π1 // Π2 ⇐⇒ !n1 // !n2

⇐⇒ A1

A2
=

B1

B2
=

C1

C2
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例
求两平面 x → y + 2z → 6 = 0 和 2x + y + z → 5 = 0 的夹角。

例
一平面通过两点 M1(1, 1, 1) 和 M2(0, 1,→1) 且垂直于平面 x + y + z = 0，求它
的方程。
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例
设 P0(x0, y0, z0) 是平面 Ax+By+Cz+D = 0 外一点，求 P0 到该平面的距离。

N

!n

P1

P0

d d =
|Ax0 + By0 + Cz0 + D|√

A2 + B2 + C2
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1. 直线的一般式方程

空间直线可视为两平面的交线，其一般式方程为
{

A1x + B1y + C1z + D1 = 0

A2x + B2y + C2z + D2 = 0

Π1 Π2L

南京大学数学系-肖源明 空间直线及其方程 13/37



2. 直线的对称式方程

已知直线上一点 M0(x0, y0, z0) 和其方向向量 !s = (m,n, p)，则它的方程为

x → x0
m =

y → yo
n =

z → z0
p

此式称为直线的对称式方程或点向式方程、标准式方程。
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3. 直线的参数式方程

在对称式方程中令
x → x0

m =
y → yo

n =
z → z0

p = t

得到直线的参数式方程： ⎧
⎪⎨

⎪⎩

x = x0 + mt
y = y0 + nt
z = z0 + pt
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例 20 期末
将直线的一般式方程

{
x → y + z + 5 = 0
5x → 8y + 4z + 36 = 0

化为点向式方程及参数式方

程。

注：直线方向也可通过求直线上的两点来确定。
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两直线的夹角

两直线的夹角，是指两者的方向向量的夹角（取锐角或直角）．
设直线 L1 和 L2 的方向向量分别为

!s1 = (m1,n1, p1), !s2 = (m2,n2, p2),

则有

cos θ =
|!s1 ·!s2|
|!s1| |!s2|

=

∣∣m1m2 + n1n2 + p1p2

∣∣
√

m2
1 + n2

1 + p2
1

√
m2

2 + n2
2 + p2

2
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两直线的夹角

L1 : !s1 = (m1,n1, p1)

L2 : !s2 = (m2,n2, p2)
cos θ =

|!s1 ·!s2|
|!s1| · |!s2|

L1⊥L2 ⇐⇒ !s1⊥!s2
⇐⇒ m1m2 + n1n2 + p1p2 = 0

L1 // L2 ⇐⇒ !s1 // !s2
⇐⇒ m1

m2
=

n1

n2
=

p1

p2

注记
在空间中，两条直线垂直时 .未 .必相交．
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例
求直线 L1 和 L2 的夹角。

L1 :
x → 1

1
=

y
→4

=
z
1

L2 :
x
2
=

y + 2

→2
=

z
→1
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直线与平面的夹角

当直线和平面不垂直时，直线和它在平面上的投
影直线 所夹锐角 θ，称为直线和平面的夹角。

sin θ = cos〈!s,!n⇐= |!s · !n|
|!s| |!n|

Π

!n
L

!s

θ

当直线和平面垂直时，规定它们的夹角为
π

2
.
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直线与平面的夹角

设直线 L 的方向向量为 !s = (m,n, p)，平面 Π 的法向量为 !n = (A,B,C)，则两
者夹角满足

sin θ =
|!s · !n|
|!s| |!n| =

|Am + Bn + Cp|
√

A2 + B2 + C2
√

m2 + n2 + p2

L⊥Π ⇐⇒ !s // !n ⇐⇒ A
m =

B
n =

C
p

L // Π ⇐⇒ !s⊥!n ⇐⇒ Am + Bn + Cp = 0
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例
求与两平面 x → 4z = 3 和 2x → y → 5z = 1 的交线平行，且过点 (→3, 2, 5) 的直
线的方程。
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平面束的方程

过直线
{

A1x + B1y + C1z + D1 = 0

A2x + B2y + C2z + D2 = 0

的平面束的方程为

λ1(A1x + B1y + C1z + D1)

+ λ2(A2x + B2y + C2z + D2) = 0

其中，λ1，λ2 不全为零。
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平面束的方程

在平面束方程（λ1，λ2 不全为零）

λ1(A1x + B1y + C1z + D1)

+ λ2(A2x + B2y + C2z + D2) = 0

中通常固定 λ1 = 1，λ2 = λ，得到简化写法

A1x + B1y + C1z + D1

+ λ(A2x + B2y + C2z + D2) = 0

注记
简化写法缺少平面 A2x + B2y + C2z + D2 = 0．
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求 在平⾯ 上的投影

求原点 到 的距离 求原点 到 的距离



点、直线与平面的位置关系

如何用向量或坐标的形式表示空间中各种几何对象间的位置关系？

1 点到平面的距离

2 点到直线的距离

3 两平面的夹角

4 两直线的夹角

5 直线与平面的位置关系
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1、点到平面的距离

问题：求点 P(x0, y0, z0) 到平面 π : Ax + By + Cz + D = 0 的距离 d
投影法：d = 平面上任一点 M 到 P 的连线在平面法向量 n 上的投影长度

d = Prjn MP =
|MP · n|

|n|

即

d =
|Ax0 + By0 + Cz0 + D|→

A2 + B2 + C2
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例
设 a, b, c 分别为某平面在三个坐标轴上的截距，d 为其到原点的距离，证明：

1

a2
+

1

b2 +
1

c2 =
1

d2

d =
|Ax0 + By0 + Cz0 + D|→

A2 + B2 + C2
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2、点到直线的距离

问题：求点 P(x0, y0, z0) 到直线

x − x1
m =

y − y1
n =

z − z1
p

的距离 d
利用向量叉乘的几何意义：记 s = (m,n, p)

d =
|MP × s|

|s|
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3、两平面的夹角

问题：求两平面 πi : Aix + Biy + Ciz + Di = 0, i = 1, 2 的夹角 θ
记 ni = (Ai,Bi,Ci), i = 1, 2，则

cos θ =
n1 · n2

|n1||n2|
=

A1A2 + B1B2 + C1C2√
A2

1 + B2
1 + C2

1

√
A2

2 + B2
2 + C2

2

• π1 ⊥ π2 ⇔ n1 ⊥ n2 ⇔ A1A2 + B1B2 + C1C2 = 0

• π1//π2 ⇔ n1//n2 ⇔ A1

A2
=

B1

B2
=

C1

C2
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4、两直线的夹角

问题：求两直线

Li :
x − xi

mi
=

y − yi
ni

=
z − zi

pi
, i = 1, 2

的夹角 θ
记 si = (mi,ni, pi), i = 1, 2，则

cos θ =
s1 · s2
|s1||s2|
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5、直线与平面的位置关系

已知直线和平面：
L :

x − x0
m =

y − y0
n =

z − z0
p ,

π : Ax + By + Cz + D = 0.

记 s = (m,n, p), n = (A,B,C)，则

1 夹角：sin θ =
|s · n|
|s||n|

2 L ⊥ π ⇔ s//n ⇔ m
A =

n
B =

p
C

3 L//π ⇔ s ⊥ n ⇔ mA + nB + pC = 0
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如何判定相交

1 如何判断两个平面相交？
• 若不平行，必相交

2 如何判断直线和平面是否相交？
• 若不平行，必相交

3 如何判断两直线是否相交？
• 将一条直线的参数方程代入另一直线的方程，判断是否有解
• 两直线距离是否为零, (s1, s2,

−−−→P1P2) = 0?
• 过一直线做另一直线的平行面，求该面与后者的距离

4 ……
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例

求点 P(5, 4, 2) 在直线 x + 1

2
=

y − 3

3
=

z − 1

−1
上的投影，并求点 P 到直线的距

离。

例

求直线
x − 5

−4
=

y − 1

1
=

z + 2

2
在平面 x+2y+4z=2 上的投影和投影平面的方程。

例

求异面直线 x − 3=y − 4=−z − 1 与
x + 4

2
=

y + 1

4
=−z 之间的距离，并求公

垂线的方程。
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与 垂直

并且与 都相交

求L的⽅程

为对称轴, 半径为2圆柱⾯⽅程求以



练习

题
一直线过点 A(1, 2, 1) 且垂直于直线

L1 :
x → 1

3
=

y
2

=
z + 1

1

又和直线
L2 :

x
2

=
y
1

=
z
→1

相交，求此直线方程．

答案
x → 1

3
=

y → 2

→2
=

z → 1

→5
．
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练习

题

求过点 M0(1, 1, 1) 且与两直线 L1 :

{
y = 2x
z = x → 1

和 L2 :

{
y = 3x → 4
z = 2x → 1

都相交的

直线 L．

答案
x → 1

1
=

y → 1

1
=

z → 1

2
．

南京大学数学系-肖源明 空间直线及其方程 37/37



方程与曲面

• 方程 F(x, y, z) = 0 对应一个曲面 S
• 曲面 S 对应一个方程 F(x, y, z) = 0

O

x

y

z
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球面

• 球心在原点，半径为 R 的球面
• 方程为 x2 + y2 + z2 = R2

x

y

z
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三维空间中任意曲面均可用含有两个参数的方程表示

x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v)

例
求以原点为球心，R(R > 0) 为半径的球面的参数方程。

• 以 x, y 为参数：

x = u, y = v, z = ±
)

R2 − u2 − v2, (u2 + v2 ! R2)

• 以角度为参数：（球面的极坐标方程）





x = R sinϕ cos θ,
y = R sinϕ sin θ,

z = R cosϕ,

(
0 ! θ ! 2π

0 ! ϕ ! π

)
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球面的极坐标方程

ϕ

θ






x = R sinϕ cos θ,
y = R sinϕ sin θ,

z = R cosϕ,
(

0 ! θ ! 2π

0 ! ϕ ! π

)
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旋转曲面

例
求曲线 C : f(y, z) = 0 绕 z 轴旋转一周所得曲面

f(±
)

x2 + y2, z) = 0

曲线 C 称为旋转曲面的母线
O

x

y

z

C
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圆锥面

• yz 面上的直线 z = ay 绕 z 轴旋转一周
• 圆锥面 z2 = a2(x2 + y2)

x

y

z
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旋转单叶双曲面

将 yz面上的双曲线 y2

b2 − z2
c2 = 1绕 z轴旋转一周，得到旋转单叶双曲面 x2+y2

b2 −
z2
c2 = 1．(实例：广州塔)

x

y

z
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旋转双叶双曲面

将 yz 面上的双曲线 y2

b2 − z2
c2 = 1 绕 y 轴旋转一周，得到旋转双叶双曲面 y2

b2 −
x2+z2

c2 = 1．

O

x

y

z
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旋转双曲面

x 

y 

z 

O 

x 

y 

z 

O x 

z 

O 

x2

a2
− z2

c2
= 1

x2 + y2

a2
− z2

c2
= 1 x2

a2
− y2 + z2

c2
= 1

������ ������
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例
x2 + y2 = R2 圆柱面

由平行于 z 轴的直线沿 xy 面上的圆 x2 + y2 =
R2 移动而得。

准线：xy 面的圆 x2 + y2 = R2．
母线：平行于 z 轴的直线。

x

y

z

一般地，方程 F(x, y) = 0 在空间中表示一个柱面。
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例
y = x2 抛物柱面

准线 xy 面上的抛物线 y = x2

母线 平行于 z 轴的直线 x

O y

z
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例
y2 − x2 = 1 双曲柱面

准线 xy 面上的双曲线
母线 平行于 z 轴的直线

x

y

z
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椭球面

x2
a2

+
y2
b2 +

z2
c2 = 1

x

y

z
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椭圆锥面

x2
a2

+
y2
b2 = z2

x

y

z
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椭圆抛物面

z = x2
a2

+
y2
b2

x

y

z
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双曲抛物面

• z = − x2
a2

+
y2
b2

• 又称为马鞍面
x

y

z
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二次曲面

定义：三元二次多项式方程

a1x2 + a2y2 + a3z2 + b1xy + b2yx + b3zx
+c1x + c2y + c3z + d = 0

(a2
1 + a2

2 + a2
3 "= 0)

常见的二次曲面

• 椭球面
• 单叶双曲面
• 双叶双曲面
• 椭圆 (双曲，抛物) 柱面

• 椭圆抛物面
• 双曲抛物面
• 椭圆锥面
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二次曲面的分类

椭圆型
椭球面 椭圆锥面 椭圆柱面

x2
a2 + y2

b2 + z2
c2 = 1 x2

a2 + y2
b2 = z2 x2

a2 + y2
b2 = 1

双曲型
单叶双曲面 双叶双曲面 双曲柱面

x2
a2 + y2

b2 − z2
c2 = 1 x2

a2 − y2
b2 − z2

c2 = 1 − x2
a2 + y2

b2 = 1

抛物型
椭圆抛物面 双曲抛物面 抛物柱面

z = x2
a2 + y2

b2 z = − x2
a2 + y2

b2 x = ay2

南京大学数学系-肖源明 曲面及其方程 19/29



二次曲面的图形

x

y

z

x
y

z

x

y

z

x

y

z

O
x

y

z

x

y

z

x
y

z

x y

z

x

O y

z
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练习

题
求内切于平面 x + y + z = 1 与三个坐标面所构成四面体的球面方程．
)

x − 3−
√
3

6

)2
+
)

y − 3−
√
3

6

)2
+
)

z − 3−
√
3

6

)2
=
)

3−
√
3

6

)2
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练习

选择
下列结论中，错误的是 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ( )
(A) z + 2x2 + y2 = 0 表示椭圆抛物面
(B) x2 + 2y2 = 1 + 3z2 表示双叶双曲面
(C) x2 + y2 − (z − 1)2 = 0 表示圆锥面
(D) y2 = 5x 表示抛物柱面
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空间曲线的参数方程
任意曲线都可以视为动点的运动轨迹

x = x(t), y = y(t), z = z(t)

例：以下方程表示何种曲线
1 x = cos t, y = sin t, z = t (t ∈ R)
2 x = t cos t, y = t sin t, z = t (t ∈ R)

x y

z

南京大学数学系-肖源明 曲线及其方程 24/29



空间曲线的一般式方程

空间曲线可视为两个曲面的交线。 S1 S2

C

其一般方程为方程组

{
F(x, y, z) = 0

G(x, y, z) = 0

例
方程组 {

z =
√

R2 − x2 − y2

x2 + y2 − Rx = 0

表示上半球面和圆柱面的交线。 (Viviani 曲线)

x

y

z
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空间曲线的投影

例

求空间曲线 C :

{
x2 + y2 + z2 = 1

x2 + (y − 1)2 + (z − 1)2 = 1
在 xOy 平面上的投影曲线方

程。

曲线在 xOy 上的投影 = 变量 x, y
满足的柱面方程与 xOy 平面的交线
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空间曲线的投影

空间曲线：

C :

{
F(x, y, z) = 0
G(x, y, z) = 0

消去 z，所得方程
H(x, y) = 0

• 曲线 C 关于 xOy 平面的投影柱面
• xOy 平面内的一条曲线——C 的投影曲线
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求
Viviani 曲线在各坐标面上的投影曲线，并由此写出 Viviani 曲线的参数方程。

{
z =

√
R2 − x2 − y2

x2 + y2 − Rx = 0
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x� y�

z�

�
R2y2 +

�
z2 − R2

2

�2
= R4

4

x = 0

�
x2 + y2 −Rx = 0
z = 0

�
z2 −Rx = R2

y = 0

x =
R
2
(1 + cos θ), y =

R
2

sin θ, z = R sin θ

2
, θ ∈ [0, 2π]
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期末复习

1 函数
• 函数的定义域、值域，基本表示形式
• 基本初等函数的性质及图形，初等函数的概念与性质
• 函数表示的多样性：隐函数，极坐标，参数方程等

2 极限
• 极限的保号性： lim

x→•
f(x) = A ⇔ ∃

◦
Nδ (•), f(x) = A + o(1)

• 极限的计算方法：两个重要极限，三个收敛准则，极限运算法则，等价无穷小，
洛必达法则，泰勒公式

3 连续
• 根据定义判断间断点，初等函数的连续性
• 有界闭区间上连续函数的性质
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期末复习 (续)

4 导数和微分
• 定义与性质, 微分形式不变性的运用
• 复合函数微分法，隐函数微分法及参数微分法

5 导数的应用
• 以三个中值定理为依据, 通过函数增量研究函数性质
• 函数零点与导函数零点的关系，求极限，函数性质（增减凹凸），函数图形及
渐近线，泰勒公式
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期末复习 (续)

6 不定积分
• 原函数概念、不定积分概念
• 三个基本方法、一个可积类型

7 定积分
• 概念和性质，中值定理，广义积分
• 原函数、导函数及变上限定积分之间的关系
• 定积分计算方法的特点：对称性

8 定积分的应用
• 面积、弧长、旋转体体积及表面积
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期末复习 (续)

9 向量代数
• 向量及其表示：长度 + 方向
• 向量运算：

• 线性运算：平移、伸缩
• 点乘：投影、夹角
• 叉乘：反交换律、平行四边形面积, a × b ⊥ a, a × b ⊥ b
• 混合积：体积、共面

10 平面与直线方程
• 夹角，距离，平行，垂直，如何判定相交
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函数极限

00 型 →0 型 1→ 型

→−→ 型 0 ·→ 型

→
→ 型

0
0 型

确定型

(15) lim
x→→

(
sin 1

x2 + cos 1

x2
)3x2

(18) lim
x→→

(
x3 ln x + 1

x − 1
− 2x2

)
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与积分相关的极限问题

计算极限

1 (13,14,19) lim
n→→

n
√

n(n + 1)(n + 2) · · · (2n − 1)

n

2 (17) lim
n→→

[
sin π

n
n + 1

+
sin 2π

n
n + 1/2

+ · · ·+ sinπ
n + 1/n

]
3 (15) lim

n→→
sin πn

n∑

k=1

n
n + k

4 (16) lim
n→→

n∑

i=1

1√
4n2 − i2

5 (12) lim
n→→

( n
n2 + 1

+
n

n2 + 22
+ · · ·+ n

n2 + n2

)

6 (16) lim
n→→

(
1√

n2 + 1
+

1√
n2 + 2

+ · · ·+ 1√
n2 + n

)
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与积分相关的极限问题（续）

例

1 (17) lim
x→0

∫ x
0

1
t ln(1 + xt) dt

x2

2 (15) lim
x→0

1

x2
∫ x

x2

sin xt
t dt.

3 (13) lim
x→0

1

tan x2
∫ x

x
2

ext − 1

t dt

4 (14) 已知 lim
x→0

∫ x2

0 t arctan(at) dt
x6 = 2, 则 a.
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关于幂指函数

例

求极限 lim
x→→

(x + 1

x − 1

)x
．

定理
若 x → ! 时，a(x) → 0，b(x) → →，则有

lim
x→!

(
1 + a(x)

)b(x)
= elimx→! a(x)b(x)

例

求幂指函数 f(x) =
(
1 +

1

x

)x
的导数．
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复合函数，参数方程求导

定理
设 y = f(u), u = g(x)，则有

y ′
x = y ′

u · u ′
x

例
已知 f(u) 可导，求 f(ln x) 的导数和二阶导数．

定理

设参数方程
{

x = ϕ(t)
y = ψ(t) 确定了 x 和 y 的函数关系，则有

dy
dx =

ψ′(t)
ϕ′(t) (1)

d2y
dx2 =

ψ′′(t)ϕ′(t)− ψ′(t)ϕ′′(t)
ϕ′3(t) (2)
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函数的最值

一般地，对于函数在闭区间 [a, b] 上的最值，我们只需考虑下述这些可疑点：
• 导数为零的点；
• 导数不存在的点；
• 区间的端点。

特殊地，若函数在区间（开或闭，有限或无限）上可导，且在区间内只有一个驻
点，则有
• 如果该驻点为极大值，则它也是最大值；
• 如果该驻点为极小值，则它也是最小值。
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证明不等式的方法

例

证明：当 x > 0 时，有 ln(1 + x) > x − x2
2

.

证明不等式有如下这些方法：
1 拉格朗日中值定理 利用 1 阶导数
2 泰勒公式 利用 n 阶导数
3 函数的单调性 利用 1 阶导数
4 曲线的凹凸性 利用 2 阶导数
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证明不等式的方法（续）

例 13 期末

设 f(x) 为 [a, b] 上连续单调增函数，求证：
∫ b

a
xf(x) dx " a + b

2

∫ b

a
f(x) dx.

例 18 期末
设函数 f(x) 在 [0, 1] 上连续，并且 f(x) " 0, 满足

f 2(x) # 1 + 2

∫ x

0
f(t)dt, x ∈ [0, 1].

证明：f(x) # 1 + x, x ∈ [0, 1].
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泰勒公式
• 泰勒公式和几个常用函数的麦克劳林展开

f(x) = f(a)+ f ′(a)(x− a)+ f ′′(a)
2! (x− a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n! (x− a)n + f (n+1)(ξ)
(n+1)! (x−

a)n+1, ξ介于 x 与 a 之间;
1 ex = 1 + x +

x2
2!

+
x3
3!

+ · · ·+ xn

n! + o(xn)

2
1

1− x = 1 + x + x2 + x3 + · · ·+ xn + o(xn)

3 ln(1 + x) = x − 1
2

x2 + 1
3

x3 + · · ·+ (−1)n−1 1
nxn + o(xn)

4 sin x = x − x3
3!

+
x5
5!

+ · · ·+ (−1)k−1 1
(2k − 1)!

x2k−1 + o(x2k)

5 cos x = 1− x2
2!

+
x4
4!

+ · · ·+ (−1)k 1
(2k)!x

2k + o(x2k+1)

掌握函数在一点的泰勒公式，会用直接展开或间接展开的方法求函数的泰

勒公式。(1
2

ln
∣∣∣∣
1− x
1 + x

∣∣∣∣)

例 18 期末
如果 f(0) = 0, 证明：在 [−a, a] 上至少存在一点 ξ 使 a3f ′′(ξ) = 3

∫ a

−a
f(x) dx.
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分析作图法

例 17 期末
讨论函数 y =

x
(x − 1)2

的定义域，单调增减区间，极值，凹凸区间，拐点，渐

近线，并作出函数的图像。

1 分析函数一般性质：定义域、值域、奇偶性、周期性、与坐标轴的交点

2 画出渐近线：水平、铅直和斜渐近线

3 求一、二阶导函数：确定不可导点

4 列表分析：单调、凸凹区间，极值点和拐点

5 描点作图
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有理分式

将有理分式分解为部分分式的时候，可以用待定系数法。

对于较简单的情形，可以直接凑出分子的系数
∫ dx

x(x6 + 4)
=

∫
1

4

(
1

x − x5
x6 + 4

)
dx

∫ dx
16− x4 =

∫
1

8

(
1

4− x2 +
1

4 + x2
)

dx

有理分式也可以用换元积分法化为简单的有理分式
∫ x2 dx

a6 − x6 =
1

3

∫ d(x3)
a6 − x6 =

1

3

∫ du
a6 − u2

∫ x3 dx
(1 + x8)2 =

1

4

∫ d(x4)
(1 + x8)2 =

1

4

∫ du
(1 + u2)2
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有理分式

例

1 (17)
∫ x2

(x2 + 2x + 2)2
dx

2 (16)
∫ +→

1

dx
e1+x + e3−x

3 (13)
∫ +→

0

1− x
1 + x3 dx

4 (19)
∫ +→

0

1− x2
1 + x4 dx
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三角函数有理式

1 形如
∫

sinmxcosnxdx 的积分，
• 如果 m,n 中有奇数，取奇次幂的底数 (如 n 是奇数，则取 cos x) 与 dx 凑微
分，那么被积函数一定能够变形为关于另一个底数的多项式函数。

• 如果 m,n 均为偶数，则利用倍角公式降幂，直至将三角函数降为一次幂，再
逐项积分。

2 两个类型题：
•

∫ A sin x + B cos x
C sin x + D cos x dx:

令 A sin x + B cos x = a(C sin x + D cos x) + b(C sin x + D cos x)′.

•
∫

1

asin2x + bcos2x dx =

∫ sec2x
atan2x + b dx =

∫ d(tan x)
atan2x + b .
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换元积分法 1

换元积分法的正切正割函数情形 (令 u = tan x)：
∫
ϕ(tan x) sec2k x dx =

∫
ϕ(u)(1 + u2)k−1du

∫
tan4 x dx =

∫
tan2 x sec2 x dx −

∫
tan2 x dx
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换元积分法 2

换元积分法的正弦余弦函数情形 (k 可为负整数)：
∫
ϕ(sin x) cos2k+1 x dx =

∫
ϕ(u)(1− u2)kdu

∫
ϕ(cos x) sin2k+1 x dx = −

∫
ϕ(u)(1− u2)kdu

∫ cos x dx
sin x(1 + sin x) =

∫ du
u(1 + u)

∫ dx
(2 + cos x) sin x = −

∫ du
(2 + u)(1− u2)
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换元积分法 3

换元积分法的根号情形 I：

1 若含有
√

ax + b
cx + d，令 u =

√
ax + b
cx + d ;

2 若含有
√x 和 3

√x，令 u = 6
√x.

∫
arctan

√
x dx =

∫
2u arctan udu

∫
3
√x

x(√x + 3
√x) dx = 6

∫
1

u2 + udu
∫ a

0
x2
√

a2 − x2 dx =

∫ π
2

0
a4 sin2 u cos2 u du =

a4

4
· π
4
=

π

16
a4 (17)
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分部积分法

分部积分公式：
∫

udv = uv −
∫

vdu

分部积分的关键在于选择合适的 u 和 dv:
• ∫

x exdx =
∫

xd (ex)

• ∫
x cos xdx =

∫
xd (sin x)

• ∫
x ln xdx =

∫
ln xd

(
1
2x2

)

• ∫
x arctan xdx =

∫
arctan xd

(
1
2x2

)

南京大学数学系-肖源明 不定积分和定积分 25/42



分部积分法（例题）

例

1 (17)
∫

cos(ln x) dx

2 (19)
∫

(arcsin x)2 dx

3 (16)
∫ π

0
x cos6 x sin x dx

4 (15)
∫ 1

0
ln(x+

√
x2 + 1) dx

5 (18)
∫ +→

1

x ln x
(1 + x2)2

dx

6 (15)
∫ +→

0

arctan x
(1 + x2) 3

2

dx

7 (19)
∫ π

2

0
ex 1 + sin x

1 + cos x dx

8 (14) 设 f(x) =
∫ √x

1
e−t2 dt, 求

∫ 1

0

f(x)√x dx.
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定积分

1 定积分的性质
• 若 f(x) 为奇函数，则

∫ a

−a
f(x) dx = 0.

• 若 f(x) 为偶函数，则
∫ a

−a
f(x) dx = 2

∫ a

0

f(x) dx.

(18)

∫ 1

−1

x5 + x3 + x2 + x + sin x
1 + x2 dx (06)

∫ 3π
2

π
2

sin x√
1− cos 2x

dx

• 若 f(x) 是以 T 为周期的连续函数，则
∫ a+T

a
f(x) dx =

∫ T

0

f(x) dx.
• 若 f(x) 是 [0, 1] 上的连续函数，则

∫ π
2

0

f(sin x) dx =

∫ π
2

0

f(cos x) dx,
∫ π

0

f(sin x) dx = 2

∫ π
2

0

f(sin x) dx.

（计算
∫ 2π

0

dx
cos4 x + sin4 x = 8

∫ π
4

0

=
8√
2

arctan
(

tan 2x√
2

)∣∣∣∣

π
4

0

= 2
√
2π.）

• 要注意被积函数中的 | · |,
√
· 在积分区间上的符号。

（计算
∫ π

2

−π
2

√
cos x − cos3 x dx.）
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定积分 (续)

2 记 In =

∫ π
2

0
sinn x dx =

∫ π
2

0
cosn x dx. 分部积分可得递推公式 In =

n − 1

n In−2.
从而

Ik =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

2n − 2

2n − 1
· 2n − 4

2n − 3
· · · 2

3
I1 =

(2n − 2)!!

(2n − 1)!!
, k = 2n − 1,

2n − 1

2n · 2n − 3

2n − 2
· · · 1

2
I0 =

(2n − 1)!!

(2n)!! · π
2
, k = 2n.
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例

1 (13) 求连续函数 f(x), 使得 f(x) = x arctan x + 1

1 + x2
∫ 1

0
f(x) dx.

2 (18) 已知 f(x) =
{

x2, 0 # x < 1,

1, 1 # x # 2,
设 F(x) =

∫ x

1
f(t) dt (0 # x # 2), 求

F(x).

3 (19) 设 f(x) 连续，g(x) =
∫ 1

0
f(xt) dt, 且 lim

x→0

f(x)
x = A (A 为常数)，求 g′(x)

并讨论 g′(x) 在 x = 0 处的连续性。
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极坐标下的面积

在极坐标中，由射线 θ = α，θ = φ 以及曲线 ρ = ρ(θ)围成的曲边扇形的面积为

A =

∫ β

α

1

2
ρ2(θ)dθ

例
1 求曲线 ρ = 2 cos θ 围成的面积。
2 (13) 求曲线 ρ =

√
sin θ (0 # θ # π) 所围图形的面积。

例 18 期末
求曲线 y = ln x 的一条切线，使得这条切线与原曲线，以及直线 x = 1, x = e2
所围成的图形面积最小。
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平面曲线的弧长

1 参数方程：s =
∫ β

α

√
ϕ′(t)2 + ψ′(t)2 dt

2 直角坐标：s =
∫ b

a

√
1 + (y′)2 dx

3 极坐标：s =
∫ β

α

√
ρ(θ)2 + ρ′(θ)2 dθ

例 15,19 期末
求心脏线 ρ = a(1 + cos θ) 的全长。
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例
设旋轮线 x = a(t − sin t), y = a(1 − cos t) (0 # t # 2π, a > 0) 与 x 轴围成一平
面图形，求
• 该图形的面积；
• 该图形边界的弧长；
• 该图形绕 x 轴旋转一周的旋转体的体积；
• 该图形绕 y 轴旋转一周的旋转体的体积。

1. 3πa2, 2. 8a + 2πa, 3. 5π2a3, 4. 6π3a3
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利用向量代数抽取几何信息

平面，直线方程 17 期末
设直线 L :

{
2x − y − 2z + 1 = 0
x + y + 4z − 2 = 0

, 平面 π 的方程为
x
a +

y
b +

z
c = 1, a, b, c 均

为非零的数，且 b = c, 平面 π 过直线 L, 求平面 π 的方程。

位置关系 19 期末
1 求一条直线 L 过点 P(2, 3, 4), 且与平面 π : 2x + y − 2z + 7 = 0 平行，又与

直线 L1 :
x + 1

−3
=

y + 2

1
=

z − 5

−1
相交。

2 证明 L1 :
x − 1

−1
=

y
2
=

z + 1

1
, L2 :

x + 2

0
=

y − 1

1
=

z − 2

−2
是两条异面直

线。

夹角，距离 17 期末
求点 P(1, 2, 3) 到直线 L :

{
x − y + z + 5 = 0
5x − 8y + 4z + 36 = 0

的距离。
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例

设 f(x) 在 [0, 1] 上可微，且满足条件 f(1) = 2

∫ 1
2

0
xf(x) dx, 证明：存在 ξ ∈ (0, 1),

使得 f(ξ) + ξf ′(ξ) = 0.

例
设 f(x) 在 [0, 1] 上连续可微，f(0) = 0, 证明：存在 ξ ∈ [0, 1], 使得

f ′(ξ) = 2

∫ 1

0
f(x)dx.
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例
设函数 f(x) 在 [a, b] 上二阶连续可微，f(a) = f(b) = 0. 证明:

1 max
a"x"b

|f(x)| # 1

8
(b − a)2 max

a"x"b
|f ′′(x)|.

2 max
a"x"b

|f ′(x)| # 1

2
(b − a) max

a"x"b
|f ′′(x)|.

例

设 f(x) 在 [a, b] 上连续可微，且
∫ b

a
f(x) dx = 0, max

x∈[a,b]
|f ′(x)| = M. 证明：

∣∣∣∣
∫ x

a
f(t) dt

∣∣∣∣ #
M
8
(b − a)2, ∀x ∈ [a, b].
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例 13 期末
设 f(x) 是二阶可微函数，且 f ′′(x) " 0, 证明：
1. 对任意的 x, p ∈ R, 有 f(x) " f(p) + f ′(p)(x − p);

2. exp
(∫ 1

0
(1 + f 2(x)) dx

)
#

∫ 1

0
exp(1 + f 2(x)) dx.

例 15 期末
设函数 f(x)在 [0, 1]上连续，在 (0, 1)内可导，并且存在M > 0,使得 |f ′(x)| # M.
设 n 为正整数，证明：

∣∣∣∣∣

n−1∑

k=0

f(k/n)
n −

∫ 1

0
f(x) dx

∣∣∣∣∣ #
M
2n .
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积分不等式

例
设 f(x) 在 [a, b] 上二阶连续可微，

1 证明：存在 ξ ∈ [a, b], 使得
∫ b

a
f(x) dx = f(a + b

2
)(b − a) + 1

24
f ′′(ξ)(b − a)3.

2 (Hadamard) 若 f ′′ " 0, 证明： f(a) + f(b)
2

" 1

b − a

∫ b

a
f(x) dx " f(a + b

2
).

例 23 考研
设函数 f(x) 在 [0, 1] 上有二阶导数，f ′(0) = f ′(1), |f ′′(x)| # 1,

1 证明：当 x ∈ (0, 1) 时，|f(x)− f(0)(1− x)− f(1)x| # x(1− x)
2

.

2 证明：
∣∣∣∣
∫ 1

0
f(x) dx − f(0) + f(1)

2

∣∣∣∣ #
1

12
. (可改进为 1

24 )

南京大学数学系-肖源明 考题及补充练习 39/42



计算不定积分

例

1
∫ √

1−2x
1+2x dx. ( 1

2

√
1− 4x2 − arctan

√
1−2x
1+2x + C)

2
∫ dx

(2x2+1)
√

x2+1
. (arctan

(
x√

x2+1

)
+ C)

3
∫ x+sin x

1+cos x dx. (x tan x
2 + C)

4
∫ sin x

1+sin x+cos x dx. ( 1
2x − 1

2 ln |1 + sin x|+ C)
5
∫ arccos x√

(1−x2)3
dx. ( x arccos x√

1−x2 − 1
2 ln(1− x2) + C)

6
∫ dx

sin 2x+2 sin x . ( 1
8 tan2 x

2 + 1
4 ln

∣∣tan x
2

∣∣+ C)
7
∫ dx

sin x cos4 x . ( 1
3 cos3 x + 1

cos x − ln | csc x + cot x|+ C)
8
∫ ln x

(1−x)2 dx. ( ln x
1−x + ln

∣∣ x−1
x

∣∣+ C)

积分运算的结果是否正确，可以通过它的逆运算 (求导) 来检验，即它的导函数
是否等于被积函数。
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计算定积分

例

1

∫ 2π

0

dx
cos4 x + sin4 x

. (2
√
2π)

2

∫ +→

0
x2013e− 1

2 x2 dx. (2012!!)

3

∫ π
2

−π
2

(1 + x) cos x
1 + sin2 x

dx. (π
2 )

4

∫ +→

0

x ln x
(1 + x2)2 dx. (0)

5 lim
n→→

1

n
n
√

n(n + 1)(n + 2) · · · (2n − 1). ( 4
e )

6 lim
n→→

∫ 1

0

xn

1 + x dx. (0)
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求极限问题

关于洛必达法则，有如下说明：
• 如果能用等价无穷小代换，优先使用它；
• 如果某个乘除因子的极限不为零，可以先求出该因子极限。

例

1 lim
x→0

( sin x
x

) 1
x2

. (e− 1
6 )

2 lim
x→0

1

sin2 x
− 1

x2 cos2 x . (− 2
3 )

3 lim
x→0

sin 6x + xf(x)
x3 = 1, 求 lim

x→0

6 + f(x)
x2 . (37)

4 设 f(x) 在 x = 0 某邻域内一阶导数连续，且 f(0) '= 0, f ′(0) '= 0, 若 af(h) +
bf(2h)− f(0)在 h → 0时，是比 h高阶的无穷小，试确定 a, b. (a = 2, b =

−1)
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